Temat: Technika zachtanna. Przyklady zastosowania.
Wiasnos¢ wyboru zachtannego i optymalnej podstruktury.

Algorytm zachlanny ( ang. greedy algorithm) wykonuje zawsze dzialanie,
ktére wydaje si¢ w danej chwili najkorzystniejsze. Wybiera zatem lokalnie
optymalng mozliwos¢ w nadziei, ze doprowadzi ona do globalnie
optymalnego rozwigzania.

1. Przyklady zastosowania techniki zachlannej
a) Problem kasjera

Definicja problemu

WP: Kwota reszty do wydania r (1< r < w 1 reZ) oraz nominaly monet
(banknotéw) wy, ws, ..., w,, ktére moga by¢ wykorzystane w danym
systemie monetarnym do wydania reszty o wartosci r. Zaktadamy, ze
cigg nominatléw jest tak okreSlony, ze mozliwe jest poprawne
wydanie reszt r 1 kazdy nominat jest dostgpny w dowolnej
wielokrotnosci.

WK: Sposob wydania reszty r taki, ze liczba uzytych monet jest
najmniejsza.

Rozwiazanie oparte na algorytmie zachtannym

Krokl :

Sortujemy nominaly malejagco wg wartosci

Krok 2:

Realizujemy proces ustalania nominalow do wydania wartosci reszty,
uzywajac najpierw monety o najwiekszym nominale wartosci, redukujac w
ten sposob problem do wyptacenia mniejszej kwoty.




Przykiad 1
Kasjer ma wydac reszte r=0,94% , w=0,999,

nominaty: 0,53, 0,25$, 0,13, 0,05$, 0,01$

Aby wydac¢ 0,948, kasjer wyptaci:

0,5% (zostawiajac do zaptacenia 0,44 $),
0,25% (zostaje 0,19 $),

0,1$ (zostaje 0,09 $),

0,05% (zostaje 0,04 $) i w koncu

- 4%0,01%

W sumie kasjer wyptaci osiem monet. Jest to minimalna liczba 1 faktycznie
algorytm zachtanny jest optymalny dla monet amerykanskich. Jak jest dla
innych systeméw monetarnych? (Sprawdz !!!)

Koszt algorytmu zachtannego rozwiazujacego problem kasjera:

- koszt sortowania: O(nlogn) lub O(n) — gdy mozna zastosowac¢ sortowanie
przez zliczanie,

- koszt wyboru monet: O(n),

- koszt catkowity: O(nlogn) lub O(n) — w zaleznosci od uzyte] metody
sortowania.

b) Problem wyboru zajec¢

WP : Zbior n przedziatéw czasowych § ={[Si, f,.)}i
ktorym przydzielony jest okreslony zasob.
(Przyktad: Przedziaty czasowe to proponowane godziny wyktadow,
ktéore beda si¢ odbywaty w tej samej sali, ktora jest zasobem
przydzielonym do wyktadow.)

takich, ze s, <7,

=l.n

WK: Podzbiér zbioru §, ktéry jest mozliwie najwigkszy 1 zawiera
przedziaty parami zgodne.
(Przyktad: Wybo6r mozliwie najwigkszej liczby wyktadow, ktore nie
powodujg kolizji czasowej).



Przedzialy [s..f) i lSj,fj) sg zgodne gdy s; 2 f; lub s, 2 f,.

Rozwiagzanie oparte na algorytmie zachtannym
Krok I:
Sortujemy przedziaty niemalejaco po koncach f;

fisf, .5/,

Krok 1II:

Do podzbioru wynikowego dodajemy przedzial o mozliwie najmniejszej
wartosci f; zgodny z przedzialem dodanym do podzbioru w poprzednim
kroku.

WYBOR ZAJEC(s, f); // s, f— tablice przedzialéw czasowych rozpoczegcia
// posortowane niemalejgco wg f

{
A={1};j=1; /l A — podzbi6r indeksow wybranych przedzialow)
for (i=2; i<=n; 1++)
if (s{[i] >=flj])
A=A U {i};
J=
}
}

Koszt algorytmu zachtannego rozwiazujacego problem wyboru zajec:

- koszt sortowania: O(nlogn) lub O(n) — gdy mozna zastosowac¢ sortowanie
przez zliczanie,

- koszt wyboru monet: O(n),

- koszt catkowity: O(nlogn) lub O(n) — w zaleznosci od uzyte] metody
sortowania.

Przyktad 2
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Powyzszy schemat ilustruje dziatanie procedury WYBOR_ZAJEC na
11- elementowym zbiorze zaje¢ . Kazdy wiersz na rysunku odpowiada
jednej iteracji petli "for". Strzatka w lewo wskazuje zajecia odrzucone,
strzatka w prawo - zajecia wybrane 1 dodane do zbioru A.

Zajecia wybierane procedura WYBOR_ZAJEC majg zawsze
najwczesniejszy czas zakonczenia wsrdd wszystkich zaje¢. Po
wybraniu wszystkich zaje¢ ze zbioru A pozostaje maksymalna ilo$¢
nie zajetego czasu.

2. Wiasnos¢ wyboru zachlannego i optymalnej podstruktury

Jak przekona¢ si¢ czy zastosowanie strategii zachtannej daje
optymalne (poprawne) rozwigzanie problemu?

Problemy, dla ktérych moze by¢ zastosowana strategia zachtanna
spetniajg dwie wlasnosci:

e wlasnos¢ wyboru zachtannego,

¢ wilasnos¢ optymalnej podstruktury

a) Wilasnos¢ wyboru zachtannego

Jezeli wybory '"lokalne" s3 optymalne, to wybor "globalny"
(ostateczny) jest optymalny. W algorytmie zachtannym wybory s3
podejmowane jako najlepsze (z punktu widzenia zadania) w dane;j
chwili. Wybory podejmowane w algorytmie zachtannym nie sg
zalezne od wyboréw przesztych. Mozna formalnie udowodnic¢
(stosujac metode indukcji), ze dany problem ma wilasnos¢ wyboru
zachtannego.

W problemie kasjera raz zakwalifikowany do wydania reszty nominat
nie jest zmieniamy Ww nastepnych krokach algorytmu. Wybér
kolejnych nominatéw zalezy tylko od aktualnej wartosci reszty do
wydania, a nie od wybranych wczes$niej nominatow.




W problemie wyboru =zaje¢ raz wybrany przedzial nie jest
wymieniany. Kolejny wybierany przedziat jest sprawdzany co do
zgodnosci tylko z ostatnio dodanym do rozwigzania.

b) Wlasnos¢ optymalnej podstruktury

Problem ma wlasno$¢ optymalnej podstruktury, jezeli optymalne
rozwigzanie jest funkcja optymalnych rozwigzan podproblemow.

W przypadku problemu kasjera wilasnos¢ optymalnej podstruktury
polega na tym, ze jezeli ze zbioru wynikowego nominatéw usuniemy
nominal najwyzszy n; uzyty do wydania reszty, to pozostate elementy
rozwigzania beda tworzyly optymalny wynik dla warto$ci reszty
rownej r-1,*ny, gdzie [, oznacza liczbe uzytych monet o nominale 7.
W Przykiadzie 1: r = 0,94%, n,=0,5%, ;= 1,

wynik: 1#0,5+1%0,25+1*0,1+1%0,5+4*0,01

I"-lk*l’lk = 0,44$,

wynik: 1#0,25+1*0,1+1*0,5+4*0,01 jest

optymalny dla wartosci reszty rownej 0,44$

Wtiasnos¢ optymalnej podstruktury polega w przypadku problemu
wyboru zaje¢ na tym, ze jezeli optymalne rozwigzanie A tego
problemu rozpoczyna si¢ od zaje¢ o numerze 1, to A’ = A \{1} jest
optymalnym rozwigzaniem problemu dla zbioru S'= { ieS : s; =f;}
czyli dla zbioru wszystkich zaje¢, ktére zaczynaja si¢ nie wczesniej
niz o czasie fj.

W Przyktadzie 2:

S:
i | 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10 | 11
S 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 | 12
fi 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 | 12 | 13 | 14

Kolorem r6zowym zostat zaznaczony zbiér wynikowy A’ , a
niebieskim zbior S’.




3. Dyskretny problem plecakowy

WP: S ={s;},=1., - zbior przedmiotow; i-ty przedmiot ma wartos¢ c;
ztotych 1 wazy w; kilograméw, gdzie c¢; 1 w; s3 nieujemnymi
liczbami catkowitymi; wartos¢ graniczna W — udzwig plecaka.
Kazdy z przedmiotéow wazy nie wiecej niz W, a tgczna waga
wszystkich przedmiotow przekracza W.

WK: Taki podzbior S’ zbioru S, ze taczna waga przedmiotéw zbioru
S’ jest nie wicksza od W, a faczna wartos¢ przedmiotéw zbioru
S’ jest mozliwie najwyzsza.

Uwaga !!! Nie moze dzieli¢ przedmiotow (zabra¢ do plecaka tylko

czes¢ wybranego przedmiotu) ani  wielokrotnos¢
przedmiotu.

Czy dyskretny problem plecakowy moze by¢ rozwigzany metoda
zachtanng?

e (Czy dyskretny problem plecakowy ma wiasno$¢ wyboru
zachtannego?

Przyktad 4

Dane: n=3. 7Zbior wybranych przedmiotow sklada si¢ z
nastepujacych elementow:

- Przedmiot 1 o wadze 10 kg 1 wartosci 60 zt
- Przedmiot 2 o wadze 20 kg 1 wartosci 100 zt
- Przedmiot 3 o wadze 30 kg 1 wartosci 120 zt

Plecak ma maksymalng pojemnos¢ 50 kg.



Kryterium wyboru przy zastosowaniu metody zachtannej jest cena
jednostkowa, czyli cena 1 kg przedmiotu. Wedlug tego kryterium
najwyzszg cen¢ jednostkowg ma :

- Przedmiot 1 (6 zt/kg), potem
- Przedmiot 2 (5 zt/kg), w koncu
- Przedmiot 3 (4 zt/kg).

Przedmiot 1 zostatby wybrany jako pierwszy. Nastepny wybrany
bytby Przedmiot 2. Do plecaka nie trafitby Przedmiot 3, poniewaz
wszystkie trzy przedmioty majg za duza wage faczng (60 kg).
Rozwigzanie polegajagce na wyborze Przedmiotu 1 1 Przedmiotu 2 nie
jest optymalne. Rozwigzaniem optymalnym jest natomiast wybor
Przedmiotu 2 1 Przedmiotu 3 (Yaczna waga wynosi 50 kg, faczna
wartos¢ 220 z}).

Dyskretny problem plecakowy nie ma wtasnosci wyboru zachtannego.

e (Czy dyskretny problem plecakowy ma wilasnos¢ optymalne;j
podstruktury?

Dyskretny problem plecakowy wykazuje ceche optymalnej
podstruktury. Rozwazmy najwartosciowszy tadunek plecaka o masie
nie wigkszej niz W. Jezeli usuniemy z tego tadunku przedmiot j o
wadze w;, to pozostajacy tadunek jest najwartoSciowszym zbiorem
przedmiotow o wadze nie przekraczajacej W - wj;, jakie moga by¢
wybrane z n-1 oryginalnych przedmiotéw z wyjatkiem ;.

Whniosek: Dyskretny problem plecakowy nie moze by¢ rozwigzany w
oparciu o strategi¢ zachtanng.

Problemy, ktére maja wlasnos¢ optymalnej podstruktury, a nie
spetniajg witasnosci wyboru zachtannego moga byC¢ rozwigzane
technikg programowania dynamicznego.



4. Ciagly problem plecakowy

Ciggly problem plecakowy rézni si¢ od dyskretnego problemu
plecakowego tym, ze mozna zabiera¢ ulamkowe cze¢sci przedmiotow
(Przedmioty trzeba teraz raczej nazywac substancjami).

Ciagty problem plecakowy moze by¢ rozwigzany metodg zachtanng?

¢ (Czy dyskretny problem plecakowy ma wlasno$¢ wyboru
zachtannego?

Algorytm
1) Policzy¢ ceng jednostkowg kazdego przedmiotu.

2) Zabra¢ najwieksza mozliwg iloS¢ najbardziej wartosciowej
substancji.

3) Jesli zapas tej substancji si¢ wyczerpal, a w plecaku wciagz jest
jeszcze wolne miejsce, ztodziej wybiera nastgpng pod wzgledem
ceny jednostkowej substancje i wypelnia nig plecak.

4) Kroki 2 1 3 s3 powtarzane do momentu, gdy plecak bedzie juz
peten.

Powyzszy algorytm wymaga, aby substancje byly posortowane
wedlug malejacej ceny jednostkowej. Przy tym zatozeniu wyboér
okreslony w algorytmie ma wtasnos¢ wyboru zachtannego.

Przyktad 5

Dane jak w Przyktadzie 4 dla dyskretnego problemu plecakowego.

Przypomnijmy:

- Przedmiot 1 (Substancja 1) o wadze 10 kg 1 wartosci 60 zt (6
zt/kg)

- Przedmiot 2 (Substancja 2) o wadze 20 kg 1 wartosci 100 zt (5
zt/kg)

- Przedmiot 3 (Substancja 3) o wadze 30 kg 1 wartosci 120 zt (4
zt/kg)

Plecak ma maksymalng pojemnosc¢ 50 kg.



Rozwigzanie:

Ztodziej wktada do plecaka :

10 kg Substancji 1 (wartos¢ 60 zt),

20 kg Substancji 2 (wartos¢ 100 zt),

20 kg Substancji 3 (wartos¢ 80 zt)

F.aczna wartos¢ wynosi: 60 zt + 100 zt + 80 zi = 240 zt.

e Czy ciaggly problem plecakowy ma wlasnos¢ optymalne]
podstruktury?

Jezeli usuniemy z optymalnego tadunku w kilogramow pewnej
substancji j, to pozostajacy tadunek  powinien  byc
najwartosciowszym tadunkiem o wadze co najwyzej W-w, ktory
ztodziej moze skompletowac z n-1 oryginalnych substancji, plus w;
- w kilograméow substancji j.

Koszt czasowy algorytmu zachlannego rozwiazujacego ciagly
problem placekowy

Sortowanie ciggu substancji wedlug kosztu jednostkowego jest
realizowane kosztem optymalnym O(nlogn) lub O(n), gdy mozna
zastosowac sortowanie przez zliczanie. Wyboér przedmiotow wg ma
koszt O(n). Zatem koszt tagczny wynosi O(nlogn) lub O(n), w
zaleznosci od uzytej metody sortowania.
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